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❆❜str❛❝t
P❛✐r✐♥❣s ♣❡r♠✐t s❡✈❡r❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❝❤❡♠❡
❝r❡❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ■❞❡♥t✐t② ❇❛s❡❞ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛✐r✐♥❣s ❞✐❞ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② s❡❝r❡t ❡♥tr②✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s✐❞❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ✇❡r❡ ♥♦t ❛ t❤r❡❛t ❢♦r ♣❛✐r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ ❛♥ ■❞❡♥t✐t② ❇❛s❡❞ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❡♥tr✐❡s t♦ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ✐s s❡❝r❡t✳ ❙✐❞❡ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆tt❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤✐s s❡❝r❡t✳ ❲❡ r❡❛❧✐③❡ ❛ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ P♦✇❡r ❆♥❛❧②s✐s✭❉P❆✮
❛❣❛✐♥st t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ st❡♣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❲❡✐❧✱ ❚❛t❡
❛♥❞ ❆t❡ ♣❛✐r✐♥❣✳
❑❡②✇♦r❞s✿ P❛✐r✐♥❣✱ ▼✐❧❧❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✱ P❛✐r✐♥❣ ❇❛s❡❞ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ❙❈❆✱
❉P❆✳
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ✉s❡ ♦❢ ♣❛✐r✐♥❣s ✇❛s ✐♥ ❛ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✇❛②✳
P❛✐r✐♥❣s ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ s✉❜❣r♦✉♣
t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ▼❖❱ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ❋r❡② ❘✉❝❦ ❬✾❪ ❛tt❛❝❦✳ ❚❤✐s ♣❛✐r✐♥❣
♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♥❡✇ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢
♣❛✐r✐♥❣s ✇❛s t❤❡ tr✐♣❛rt✐t❡ ❦❡② ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❏♦✉① ❆✳ ❬✶✶❪✳ ■t ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧s ❧✐❦❡ ■❞❡♥t✐t② ❇❛s❡❞ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤② ✭■❇❈✮✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇♦♥❡❤
❉✳ ❛♥❞ ❋r❛♥❦❧✐♥ ▼✳ ✐♥ ✷✵✵✸ ❬✸❪✱ ♦r s❤♦rt s✐❣♥❛t✉r❡ s❝❤❡♠❡s ❬✶✵❪✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛✐r✐♥❣s ✐♥ ■❇❈ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s❡❝r❡t ❡♥tr② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡①✐st✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❬✷❪✳ ❙✐❞❡
❈❤❛♥♥❡❧ ❆tt❛❝❦s ✭❙❈❆✮ ❛❣❛✐♥st ♣❛✐r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✇❡r❡ ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
t❤r❡❡ ②❡❛rs ❛❣♦ ✭❬✶✾❪✱ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ❬✶✷❪✮✳ P❛❣❡ ❉✳ ❛♥❞ ❱❡r❝❛✉t❡r❡♥ ❋✳ s✉❣❣❡st❡❞ ❛
▼❡ss❡r❣❡s st②❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ P♦✇❡r ❆♥❛❧②s✐s ✭❉P❆✮ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❉✉✉rs♠❛
❛♥❞ ▲❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❬✶✾❪❀ ❜✉t t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐t✳ ■♥
❬✷✶❪✱ ❲❤❡❧❛♥ ❈✳ ❛♥❞ ❙❝♦tt ▼✳ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❡❝r❡t ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst
❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣❛✐r✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ✐t✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t ✐❢ P ✐s s❡❝r❡t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts P ❛♥❞ Q
✭❞❡♥♦t❡❞ e(P,Q)✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐t ♦✉t✳
✶
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❉P❆ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✻❪✳ ▼♦st
♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡ t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧
st❡♣✳ ■t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❲❡✐❧ ❬✻✱ ❝❤❛♣✳ ✶✻❪✱ ❚❛t❡ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❆t❡ ❬✶✼❪ ♣❛✐r✐♥❣s✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇❤❡♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡
✉s❡❞✳ ❆t ♦✉r ❜❡st ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐t ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❛t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ❛tt❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ❝❧❡❛r❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❉P❆✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛✐r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❉P❆ ❛tt❛❝❦✱ ❙❡❝t✐♦♥
✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✐r❝✉✐t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❛tt❛❝❦✱ ✇❤❡r❡❛s ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱
❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s✳
✷ P❛✐r✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠
✷✳✶ ❙❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣
▲❡t G1 ❛♥❞ G2 ❜❡ t✇♦ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦r❞❡r l✱ ❛♥❞ G3 ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❜❡❧✐❛♥
❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳ ❆ ♣❛✐r✐♥❣ ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✿
❆ ♣❛✐r✐♥❣ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ e : G1 ×G2 → G3 ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿
• ❇✐❧✐♥❡❛r✐t② ✿
∀P, P ′ ∈ G1,∀Q ∈ G2, e(P + P
′, Q) = e(P,Q).e(P ′, Q)
∀P ∈ G1,∀Q,Q
′ ∈ G2, e(P,Q+Q
′) = e(P,Q).e(P,Q′)
• ◆♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✿
∀P ∈ G1 − {0} ,∃Q ∈ G2, s✉❝❤ t❤❛t✿ e(P,Q) 6= 1
∀Q ∈ G2 − {0} ,∃P ∈ G1, s✉❝❤ t❤❛t✿ e(P,Q) 6= 1
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛✐r✐♥❣s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fq✱
❢♦r q ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ ♦r ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✷ ❛♥❞ ✸✳ ■♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✷ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ✸✱ t❤❡ s❛♠❡ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡
❛ ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ✐s Y 2 = X3 +aXZ4 + bZ6
✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇✐t❤ a ❛♥❞ b ∈ Fq✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r a ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t♦ ❜❡ (−3) ❛s ❇r✐❡r ❛♥❞ ❏♦②❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✹❪✳ ▲❡t l ∈ N∗✱ ❛♥❞ G1 ⊂ E(Fq)✱
G2 ⊂ E(Fqk)✱ G3 ⊂ F
∗
qk
❜❡ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦r❞❡r l✱ ❛♥❞ k ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡❣❡r
s✉❝❤ t❤❛t l ❞✐✈✐❞❡s (qk − 1)✱ k ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞❡❣r❡❡✳
❚❤❡ ♠♦st ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ♣❛✐r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✐s ❜✐❧✐♥❡❛r✐t②✿
e([n]P, [m]Q) = e(P,Q)nm✳ ❆✳ ▼❡♥❡③❡s ❣✐✈❡s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣❛✐r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ❬✶✺❪✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣s ✉s❡❞ ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱
✷
t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✻❪ ✐s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ❢♦r ❲❡✐❧✱ ❚❛t❡ ❛♥❞ ❆t❡ ♣❛✐r✐♥❣s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣❛✐r✐♥❣s ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳
✷✳✷ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣✳ ✶✻
♦❢ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❲❡✐❧✱ ❚❛t❡ ❛♥❞ ❆t❡
♣❛✐r✐♥❣s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❧✐❦❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❛♥❞ ❛❞❞ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ [l]P ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈✐s♦r✱ ❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❣✐✈❡
t❤❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ FP ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
♣♦✐♥t P ✱ P ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ G1 ⊂ E(Fq)❀ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ❡✈❛❧✉❛t❡s
FP (Q) ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t Q ∈ G2 ⊂ E(Fqk)✳ P ✐s ❛ l
th r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ FP ✭ ✐❢ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ❞✐✈✐s♦r ♥♦t✐♦♥✿ Div(FP ) = lDiv(P )− lDiv(P∞) ✮✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
FP ❛t ♣♦✐♥t Q ❛r❡ ❞♦♥❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ▼✐❧❧❡r(P,Q, l)
❉❛t❛✿ l = (ln . . . l0)✭r❛❞✐① 2 r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✱ P ∈ G1 ❛♥❞ Q ∈ G2❀
❘❡s✉❧t✿ FP (Q) ∈ G3❀
✶ ✿ T ← P ✱ f1 ← 1✱ f ′1 ← 1✱f2 ← 1✱ f ′2 ← 1
❢♦r i = n− 1 t♦ 0 ❞♦
✷ ✿ T ← [2]T
✸ ✿ f1 ←− f1
2 × h1(Q)
✹ ✿ f ′1 ←− f ′1
2
× h′1(Q)
✐❢ li = 1 t❤❡♥
✺ ✿ T ← T + P
✻ ✿ f2 ←− f2 × h2(Q)
✼ ✿ f ′2 ←− f ′2 × h′2(Q)
❡♥❞
❡♥❞
r❡t✉r♥ f1
f ′1
× f2
f ′2
∈ F∗
qk
■♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h1 ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ h1(x, y) = 0 ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t
❧✐♥❡ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡ E ❛t ♣♦✐♥t T ✭t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ [2]T ✮ ❛♥❞ h′1
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ❛t ♣♦✐♥t [2]T ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ❞✐❣✐t ith ♦❢ l ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ h2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② T ❛♥❞ P ✱ h′2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ❛t ♣♦✐♥t (T + P )✳
❚❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❲❡✐❧✱ ❚❛t❡ ❛♥❞ ❆t❡ ♣❛✐r✐♥❣s ✭s❡❡ ❆✮✳
✸
✷✳✸ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Fq ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿
E : Y 2 = X3 + aXZ4 + bZ6✱ ✇✐t❤ a ❛♥❞ b ∈ Fq✳ ■♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱
t❤❡ ♣♦✐♥t P ✐s P = (XP , YP , ZP )✳ ❚♦ ✇r✐t❡ P ✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❡ ✉s❡ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ P = (XP
Z2
P
, YP
Z3
P
, 1) ❢♦r ZP 6= 0✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ❛♥❞ ❬✶❪✱ ❢♦r
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡❛s♦♥s ♣♦✐♥t Q ✐s ✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛t ❧❡❛st t✇♦
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t P ✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡
❡q✉❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ h1 ✐s✿
h1(x, y) = Z3Z
2y − 2Y 2 − 3(X − Z2)(X + Z2)(Z2x−X)
✇❤❡r❡✱ T = (X,Y, Z) ❛♥❞ [2]T = (X3, Y3, Z3) ✇✐t❤ Z3 = 2Y Z✳
❈❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fq✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇❡r ❝❛s❡ ❧❡tt❡rs ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fqk ✳
✸ ❉P❆ ❛tt❛❝❦
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ❉P❆ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡
s❡❝r❡t ❝✐♣❤❡r ❦❡②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❝r②♣t✐♦♥s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ t❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ♦✈❡r t✇♦ s❡ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✉❡ss❡s ♦♥ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t s❡❝r❡t ❦❡② ✐s
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❣✉❡ss❡s t❤❛♥❦s t♦ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❈▼❖❙ ❣❛t❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❤❛r❣❡ ♦r ❛ ❞✐s❝❤❛r❣❡
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛s✐t❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❈ ♦♥ ✐♥♣✉ts ♦❢ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❣❛t❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✇✐t❝❤❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ❧✐♥❡ s♦✉r❝❡s ❛ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❈ ✐s
❝❤❛r❣❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✷ ❛rr♦✇ ✭❛✮✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✇✐t❝❤❡s ❢r♦♠ ✶ t♦
✵✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✐s ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✭❋✐❣✉r❡
✷ ❛rr♦✇ ✭❜✮✮✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✵ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶ ❞♦ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ P♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❈▼❖❙ ❝✐r❝✉✐t
P♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ r❡s✐st♦r ✐♥
s❡r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❱❞❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧②✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤✐s r❡s✐st♦r
✹
✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❞✉❡ t♦ ❣❛t❡s t❤❛t s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✳ ❲❡ ♥♦✇
✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐ss✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❉P❆ ❛tt❛❝❦✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❣❛t❡ ✇❤♦s❡
st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❧❛✐♥ t❡①t ✉♥❞❡r ❝✐♣❤❡r✐♥❣ ✭♣r✐♠❛r② ✐♥♣✉ts✮ ❛♥❞ t❤❡
s❡❝r❡t ❦❡②✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❛r❣❡t ♥♦❞❡✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛tt❡r♥s P0, P1, . . . , Pn t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s T1(P0 → P1), T2(P1 → P2), . . . , Tn(Pn−1 → Pn) ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♣r✐✲
♠❛r② ✐♥♣✉ts✳ ❆ ❧♦❣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✇❤✐❧❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡
❛❧❧♦✇s ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ s❡ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣✉❡ss ♦♥ t❤❡
❦❡②✿
• PA✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ t♦ ❝♦♠♠✉t❡
❢r♦♠ ✵ t♦ ✶ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❣❛t❡ t♦ ❝♦♥s✉♠❡❀
• PB✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❣❛t❡ t♦
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✭✐✳❡✳✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ✵
t♦ ✵✱ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✵ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇❤❡♥ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜②
♥✉♠❡r♦✉s ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs✳❲❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❣✉❡ss ♦♥ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ✐s ❝♦r✲
r❡❝t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡②
❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ❊❛❝❤
r❡❝t❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ✈❡❝t♦r
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉ts✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ❛♥❞ ❥✉st ❢♦r ❝❧❛r✐t② ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ t❤❡
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤✐s ✐ss✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡
r❡✲❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇❛②✳
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡ts PA ❛♥❞ PB
❚❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐♥♣✉ts ✐s s♣❧✐t ✐♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts✿ ✐♥ t❤❡
❧❡❢t ♣❛rt t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ PA tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t ♣❛rt t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ PB tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s✳
❆ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ PA ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ t❛r❣❡t ❣❛t❡ ✭s❤❛❞❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱
t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶ ♦❢ ♥♦♥✲t❛r❣❡t ♥♦❞❡s ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❜✉t ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ s✉❝❤ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s
✺
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ s❡ts PA ❛♥❞ PB✳ ■❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♠❡❛♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ s❡ts PA ❛♥❞ PB ❛r❡
❛❧♠♦st ❡q✉❛❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡ t✇♦ s❡ts ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ s❡t
PA ❛❧✇❛②s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥
t❤❡ s❡t PB✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ s❡t PA
❛♥❞ s❡t PB ♠✉st s❤♦✇ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳
❉✉r✐♥❣ ❛ ❉P❆ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡② ♦♥❧②✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❦❡② s✉♣♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❉P❆ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❉❛t❛ ❊♥❝r②♣t✐♦♥ ❙t❛♥❞❛r❞ ✭❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ❤❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐t ❤❛s s❤♦✇♥ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✶✹❪✮✱
t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛♥ ❙❇♦① t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✻ ✐♥♣✉t ❜✐ts
❛♥❞ ♦♥ ✻ ✭♦❢ ✺✹✮ s❡❝r❡t ❦❡② ❜✐ts✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧② ✻✹ ❦❡② ❣✉❡ss❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ✐♥st❡❛❞
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❋♦r ❡❛❝❤ ❦❡② ❣✉❡ss✱ t❤❡ t✇♦ s❡ts PA ❛♥❞ PB ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❦❡② ❣✉❡ss ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛❝❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡
❝✐r❝✉✐t ✉♥❞❡r ❛tt❛❝❦ ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❦❡② ❣✉❡ss ✐s ❝♦rr❡❝t ✭❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✮✱ PA ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
✵ t♦ ✶ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ ✇❤✐❧❡ PB ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ PA ❛♥❞ PB ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❝❧❛ss❡❞ ✐♥ PA
♦r PB ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✱ t❤❡ t✇♦ ❛✈❡r❛❣❡
❝✉r✈❡s ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛♥② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛tt❛❝❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣
❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ ♥♦t ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❆ r❡❛❧
❛tt❛❝❦❡r ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝✐r❝✉✐t✮ ❝❛♥♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉t❡s✳ ❙♦ t❤❡
❛tt❛❝❦❡r ♥❡❡❞s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ❛tt❛❝❦ ♦✈❡r ❛
♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✶♥s ❛♥❞ ✽ ❦❡② ❣✉❡ss❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✽ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡rs ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ s❡ts P❆ ❛♥❞
P❇✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ t❤❛t s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣❡❛❦ ✭❜♦❧❞ ❧✐♥❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❦❡② ❣✉❡ss ✭✐❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
❝♦♥❞✉❝t❡❞✮✳
✹ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❉P❆ ❛tt❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛ ❝✐r❝✉✐t ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ h1 ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✽✲❜✐t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♠♦❞✉❧♦✲✷✺✶✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❝✐r❝✉✐t ❢♦r ♣❛✐r✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛♥②✇❛② ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❛tt❛❝❦
✻
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❉P❆ ❛tt❛❝❦
♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❉P❆ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡② ♦♥❧② ✭✉s✉❛❧❧② ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽ ❜✐ts s♦ t❤❛t ❡①❤❛✉st✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ ❢♦r ❛ ❜✐❣❣❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❡ ❉P❆ ✇✐❧❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❛ s✉❜✲♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t t❤❛t ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ ✽✲❜✐t ♦♥❧②✳
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈✐r❝✉✐t ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ h1(xQ, yQ)
❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ ❞❛t❛♣❛t❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ✸
r❡❣✐st❡rs ❢♦r t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② (X,Y, Z)✱ ✸ ✇♦r❦✐♥❣ r❡❣✐st❡rs
(R1, R2, R3) ❛♥❞ ❛♥ ❆▲❯ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✉❜tr❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❛♥❞ Y ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② ✷ ❛♥❞ ❜② ✸
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ✭❈❯✮ ❞r✐✈❡s ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥❛❧s
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❈❯ ♣r♦❝❡ss❡s
✼
t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ (xQ, yQ) ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐♥ ✶✺ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❯ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳
❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❱❍❉▲ t❤❡♥ s②♥t❤❡s✐s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✶✸✵♥♠
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙❚♠ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛r❡❛ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✼✾✵✺✾ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ✶✷✵ ▼❍③✳
✺ ❉P❆ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠
✺✳✶ ❈♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t② ❜❛s❡❞ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥②♦♥❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t❧② t♦ r❡❛❞ ❛♥ ❡♥❝r②♣t❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ♥♦ ❤❡❧♣✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s
♣❡rs♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤❡r✳ ❚❤❡ ✉s❡r✬s ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❤✐s ✐❞❡♥t✐t②✱
❛♥❞ ❛ tr✉st❡❞ ❛✉t❤♦r✐t② ✭TA✮ s❡♥❞s ❤✐♠ ❤✐s ♣r✐✈❛t❡ ❦❡②✳ ❚❤✐s tr✉st❡❞ ❛✉t❤♦r✐t②
❝r❡❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❦❡②s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ■❞❡♥t✐t② ❇❛s❡❞ ✭■❇✮ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t② ❜❛s❡❞ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ■❇ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r②♣t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛
♣❛✐r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❦❡② ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②✳ ❲❡
❝❛❧❧ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✳
❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❦♥♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❝r❡t ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣✳ ❚❤❡
s❡❝r❡t ❦❡② ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♥❡✐t❤❡r t❤❡ t✐♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♥♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❘❙❆ ♦r ❆❊❙ ♣r♦t♦❝♦❧s✳
❋r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥✱ t❤❡ s❡❝r❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ P ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭♦r t❤❡
♣♦✐♥t ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✮ Q✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❉P❆ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st
t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ r❡str✐❝t t❤✐s st✉❞② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝r❡t ✐s ✉s❡❞
❛s t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ s❡❝r❡t ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱
t❤❡ s❛♠❡ ❛tt❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
♦♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ❧✐❦❡ ❛ s♠❛rt ❝❛r❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ■❇❈✳
❚❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ s❡♥❞ ❛s ♠❛♥② ❦♥♦✇♥ ❡♥tr② Q ❢♦r t❤❡ ❞❡❝r②♣t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢
■❇❈ ❛s ❤❡ ✇❛♥ts✱ ❛♥❞ ❤❡ ❝❛♥ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳
✺✳✷ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥
✺✳✷✳✶ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ Fq
❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛tt❛❝❦s ❛s ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ k = 1✱ ❛♥❞ t❤❡♥ Q ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ Fq✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ Z2PxQ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ Fq✳ ❚❤❡ ❉P❆
❛tt❛❝❦ ✇♦r❦s ❛❧s♦ ✇❤❡♥ k > 1✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ Z2PxQ ❜❡❝♦♠❡s ❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Fq ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Fqk ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ Fq ❡❧❡♠❡♥ts✳
■♥❞❡❡❞✱ xQ ∈ Fqk ✐s ✇r✐tt❡♥ ✿ xQ =
∑
k−1
i=0 xQiξ
i✱ ✇✐t❤ (1, ξ, ξ2, . . . , ξk−1) ❛
❜❛s✐s ♦❢ Fqk ✱ ❛♥❞❀ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ R s✉❝❤ t❤❛t deg(R) = k ✇✐t❤ ξ
r♦♦t ♦❢ R✱ ✭R(ξ) = 0✮✳ ❚❤❡♥ Z2PxQ =
∑
k−1
i=0
(
Z2P × xQi
)
ξi✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ k
✽
♣r♦❞✉❝ts ✐♥ Fq✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ k ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ Fq t♦ ❛♣♣❧② t❤❡
❉P❆ ❛tt❛❝❦ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
❇② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ (Z2PxQ − X)✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fq ❛s ✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❛s❡✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ Z2PxQ =
∑
k−1
i=0 (Z
2
PxQ)iξ
i t❤❡♥
Z2PxQ −X =
(
(Z2PxQ)0 −X
)
+
∑
k−1
i=1 (Z
2
PxQ)iξ
i.
✺✳✷✳✷ ❋✐rst ✐t❡r❛t✐♦♥
❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥ T = P ✳ ❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ❢♦r t❤❡ jth
✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ✜♥❞ T = [j]P ✱ ✇❤❡r❡ [j]P r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t P ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣❡r j✳
❲❡ ❦♥♦✇ l✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t Q✱✭ ❛s P ❛♥❞ Q ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✮✳ ❇②
❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r d ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡
❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❉P❆ ❛tt❛❝❦✳ ❚❤❡♥ r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ l
❣✐✈❡s ✉s ❞✐r❡❝t❧② j✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ j = 1✱ ✐❢ ln−1 = 0 t❤❡♥
j ← 2j✱ ❡❧s❡ j ← 2j + 1✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣♦ ♦♥✱ ✉♥t✐❧ ✇❡ ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡ (n − 1 − d)th ❜✐t
♦❢ l✳
■❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ jth ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✜♥❞
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ [j]P ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ P ✱ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ j
′
t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♦❢ j ♠♦❞✉❧♦ l✱ ❛♥❞ t❤❡♥ P = [j′][j]P ✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❜❛s✐❝ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡
❛tt❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✸❪✳
✺✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ❛♥❞ r❡s✉❧ts
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② P = (XP , YP , ZP )✱ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❤❛s t♦ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❞❡✈✐❝❡ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ♣♦✇❡r ♠✉st
❜❡ ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ s❧♦t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
❜♦t❤ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
Z2P ✭❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✮ ❛♥❞ xQ ✭t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✮✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr♦❧ st❡♣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✮✳ ❚♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❦❡② ✭XP ✮ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❦❡② ✭t❤✐r❞ ❝♦♥tr♦❧ st❡♣ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✮✳ ❚❤❡
❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✭YP ✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ XP ❛♥❞ Z2P ✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ E : Y 2 = X3 + aXZ4 + bZ6 ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ YP ✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢
√
X3P + aXPZ
4
P + bZ
6
P ❣✐✈❡s ✉s t✇♦
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ YP ✱ t❡st✐♥❣ t❤❡♠ ❜② ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐❧❧❡r
✾
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r P ✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❡t✉♣ ♦r ♥♦✐s❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛♥
✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ P♦✇❡r ❆♥❛❧②s✐s ❬✽❪ t❤❛t
r❡t✉r♥s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ tr❛❝❡s ❢r♦♠ tr❛♥s✐st♦r ❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❉P❆
s✉✐t❡ ❛❧s♦ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳
❍✐st♦r✐❝❛❧❧② t❤❡ tr❛♥s✐st♦r ❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐❣ ❝✐r❝✉✐t ✇❛s ❛ ✈❡r② t✐♠❡
❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❛♥❦s t♦ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❝✐r❝✉✐ts ✇✐t❤
❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s tr❛♥s✐st♦rs ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ ♠✐♥✉t❡s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❙②♥♦♣s②s ◆❛♥♦❙✐♠ ❬✷✸❪ s✐♠✉❧❛t♦r t❤❛t ✐s ❛♥
❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t♦r ❢♦r ❛♥❛❧♦❣✱ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❛♥❞ ♠✐①❡❞✲s✐❣♥❛❧
❝✐r❝✉✐ts✳ ❆s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬✽❪✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✇♦rt❤❧❡ss
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉P❆ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❚❤❡ ❛tt❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✭Z ❝♦♠♣♦♥❡♥t✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✉s✐♥❣ ✷✺✻ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs ✭✷✺✻ tr❛♥s✐t✐♦♥s✮✳ ❆s t❛r❣❡t ♥♦❞❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ▼♦❞✉❧♦✲✷✺✶ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ Z ✐s
❝♦❞❡❞ ♦✈❡r ✽ ❜✐ts✱ 256 = 28 ❦❡② ❣✉❡ss❡s ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❦❡② ✐s ❝❧❡❛r❧②
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✷✺✻ ❝✉r✈❡s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷✺✻ ❦❡② ❣✉❡ss❡s s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s
t❤❡ ♠♦st ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♣✐❝❦ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤✐s ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥t❡❣r❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✐❣❣❡st
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ s❡ts PA ❛♥❞ PB ❛♥❞ t❤✉s ♠❡❛♥s
t❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❡t PA ✭t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡
❡✛❡❝t✐✈❡❧② s✇✐t❝❤❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✮✳ ❖♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛①✐s✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t ✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr♦❧ st❡♣✳
✶✵
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✭❝♦♥tr♦❧ st❡♣ ✸✮✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❞✐s❝❧♦s❡❞ t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❦❡②✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉✐t t❤❛t
✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ s♦ ✐ts ♣♦✇❡r
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❞r♦✇♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ t❤✉s
❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✇❡r tr❛❝❡s ❛❧❧♦✇s ❣❡♥❡r❛❧❧②
t♦ s❤♦✇ ✉♣ ❡✈❡♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xQ✱ t❤✉s ✻✺✷✽✵ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✼
s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛tt❛❝❦✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝♦rr❡❝t ❦❡② ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥
✐s ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜② ❥✉st s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts t❤❡
❤✐❣❤❡st ♣❡❛❦✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❦❡② ❣✉❡ss ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ s❡❝r❡t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ r✐❣❤t ❝✉r✈❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ❉P❆ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽❪✳
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❉P❆ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✶✶
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦
❲❡ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐r✐♥❣s ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ❛ s❡❝r❡t ✐s ✉s❡❞
✐♥ ■❞❡♥t✐t② ❇❛s❡❞ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ t❤❡ ♣❛st✱ ♣❛✐r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ❞✐❞
♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② s❡❝r❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ■❞❡♥t✐t② ❇❛s❡❞ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤②✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✐s❡❞ t❤❡ ✜rst ❉P❆ ❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✳ ❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱
✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② s♦♠❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❈♦r♦♥
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❬✼❪✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❈♦r♦♥ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛tt❛❝❦ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✉s❡s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥
❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♣r♦♣❡rt②✿
(
∀ λ ∈ F∗q , (X,Y, Z) = (λ
2X,λ3Y, λZ)
)
.
❆ s♣✐♥ ♦✛ t♦ t❤❡ ✜rst ❈♦r♦♥ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❛❣❡ ❉✳ ❛♥❞
❱❡r❝❛✉t❡r❡♥ ❋✳ ❬✶✾❪✱ ✐t ✉s❡s t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥❞❡❡❞✱
e∗([s]P, [r]Q) = e∗(P,Q)
sr ✭ e∗(P,Q) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛✐r✐♥❣✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤✮✱
t❤✉s ❢♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡ (r, s) s✉❝❤ t❤❛t rs ≡ 1 mod(l)✱ t❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡s
♦♥❧② t✇♦ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❉P❆ ❛tt❛❝❦✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣❛ss❡❞
❜② ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉r✈❡ tr❛❝❡s✳ ▼♦r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡
t♦ ❉P❆ ❛tt❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✱ ❝❤❛♣✳ ✷✼❪✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✶❪ ❇❛❥❛r❞ ❏✳❈✳ ❛♥❞ ❊❧ ▼r❛❜❡t ◆✳✿ P❛✐r✐♥❣ ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✿ ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✐❡✇✱ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❛♥❞
■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❳❱■✱ ♣❛rt ♦❢ ❙P■❊✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✼✳
❬✷❪ ❇❡rt♦♥✐ ●✳ ▼✳✱ ❈❤❡♥ ▲✳✱ ❋r❛❣♥❡t♦ P✳✱ ❍❛rr✐s♦♥ ❑✳❆✳ ❛♥❞ P❡❧♦s✐ ●✳✿ ❈♦♠♣✉t✲
✐♥❣ ❚❛t❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♦♥ s♠❛rt❝❛r❞s✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❈❤❡s✬✵✺✱ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈r②♣✲
t♦❣r❛♣❤✐❝ ❍❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙②st❡♠s ✷✵✵✺ ✭❈❍❊❙ ✷✵✵✺✮ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱
❙❝♦t❧❛♥❞✳
❬✸❪ ❇♦♥❡❤ ❉✳✱ ❋r❛♥❦❧✐♥ ▼✳✿ ■❞❡♥t✐t②✲❜❛s❡❞ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❲❡✐❧ ♣❛✐r✐♥❣✳
❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✸✷✱ ✺✽✻✕✻✶✺✱ ✷✵✵✸
❬✹❪ ❇r✐❡r ❊✳✱ ❏♦②❡ ▼✳✿ P♦✐♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s t❤r♦✉❣❤ ✐s♦❣❡♥✐❡s✱
❆❆❊❈❈ ✷✵✵✸✱ ▲◆❈❙✳✱ ✈♦❧✳ ✷✻✹✸✱ ✷✵✵✸✱ ✹✸✕✺✵✳
❬✺❪ ❇❧❛❦❡ ❋✳✱ ❙❡r♦✉ss✐ ●✳✱ ❙♠❛rt ◆✳ ✭❡❞✐t♦rs✮✿ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡ ❈r②♣✲
t♦❣r❛♣❤②✱ ❙❡r✐❡s✿ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡ ❙❡r✐❡s ✭◆♦✳
✸✶✼✮✱❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱✷✵✵✺
❬✻❪ ❈♦❤❡♥✱ ❍✳✱ ❋r❡②✱ ●✳ ✭❡❞✐t♦rs✮✿ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❛♥❞ ❤②♣❡r❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡
❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤✳ ❆♣♣❧✳✱ ❈❤❛♣♠❛♥ ✫ ❍❛❧❧✴❈❘❈ ✭✷✵✵✻✮
✶✷
❬✼❪ ❈♦r♦♥ ❏✳❙✳✿ ❈♦✉♥t❡r♠❡s✉r❡s t♦ ❉P❆ ❢♦r ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤②
❬✽❪ ❉✐ ◆❛t❛❧❡ ●✳✱ ❋❧♦tt❡s ▼✳✲▲✳ ❛♥❞ ❘♦✉③❡②r❡ ❇✳✿ ❆♥ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❊♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ P♦✇❡r ❆♥❛❧②s✐s ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❉❡s✐❣♥✱ ❚❡st & ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❉❊▲❚❆ ✷✵✵✽✮✱ ❍♦♥❣ ❑♦♥❣✱ ❏❛♥✉❛r②
✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✺✷✼✲✺✸✷
❬✾❪ ❋r❡② ●✳✱ ▼ü❧❧❡r ▼✳✱ ❘ü❝❦ ❍✳●✳✿ ❚❤❡ ❚❛t❡ P❛✐r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ▲♦❣❛✲
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t❤❛t✿
eW : G1 ×G2 7→ G3
(P,Q) 7→ eW (P,Q) =
FP (Q)
FQ(P )
❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤✐s ♣❛✐r✐♥❣✱ ❚❤❡ ▼✐❧❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t✇✐❝❡✳ ❚❤❡ ▼✐❧❧❡r ▲✐t❡
✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ FP (Q)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ FQ(P ) ✐s t❤❡ ❋✉❧❧ ▼✐❧❧❡r ♣❛rt✳
❆✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❛t❡ ♣❛✐r✐♥❣
❇② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❚❛t❡ ♣❛✐r✐♥❣✱ ❞❡♥♦t❡❞ eT ✿
eT : G1 ×G2 7→ G3
(P,Q) 7→ eT (P,Q) = FP (Q)
qk−1
l
❍❡r❡✱ FP (Q) ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼✐❧❧❡r ▲✐t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s
r❛✐s❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r q
k
−1
l
❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✉s❡
❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❆✳✸ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆t❡ ♣❛✐r✐♥❣
▲❡t t ❜❡ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ E s❡❡ ❬✻✱ ❝❤❛♣✳ ✺❪ ❢♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s✳ ▲❡t T = t− 1✱ ❛♥❞ N = gcd(T k − 1, qk − 1)✳ P ∈ G1 ❛♥❞ Q ∈ G2✱ t❤❡♥
t❤❡ ❆t❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q ✐s eA ✿
G2 ×G1 7→ G3
(Q,P ) 7→ eA(Q,P ) = FT,Q(P )
cT (q
k
−1)
N
✇✐t❤ cT =
∑
k−1
i=0 T
k−1−iqi ≡ kqk−1 mod(l)
✶✹
